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Renata si sestrojila lichob¥ºník PRST se základnami PR a ST , ve kterém sou£asn¥ platí:

• lichob¥ºník PRST není pravoúhlý;

• trojúhelník TRP je rovnostranný;

• trojúhelník TRS je pravoúhlý;

• jeden z trojúhelník· TRS, TRP má obsah 10 cm2.

Ur£ete obsah druhého z t¥chto dvou trojúhelník·. Najd¥te v²echny moºnosti.

V rovnostranném trojúhelníku ABC se stranou délky 8 cm je bod D st°ed strany BC a bod
E je st°ed strany AC. Bod F leºí na úse£ce BC tak, ºe obsah trojúhelníku ABF je stejný jako
obsah £ty°úhelníku ABDE.

Vypo£t¥te délku úse£ky BF .

V trojúhelníku ABC leºí bod P ve t°etin¥ úse£ky AB blíºe bodu A, bod R je ve t°etin¥ úse£ky
PB blíºe bodu P a bod Q leºí na úse£ce BC tak, ºe úhly PCB a RQB jsou shodné.

Ur£ete pom¥r obsah· trojúhelník· ABC a PQC.

Sestrojte £tverec ABCD se stranou délky 6 cm. Sestrojte p°ímku p rovnob¥ºnou s úhlop°í£kou
AC a procházející bodem D. Sestrojte obdélník ACEF tak, aby vrcholy E a F leºely na p°ímce p.

Ze zadaných údaj· vypo£t¥te obsah obdélníku ACEF .

Je dán pravoúhlý lichob¥ºník ABCD s pravým úhlem u vrcholu B a s rovnob¥ºnými stranami
AB a CD. Úhlop°í£ky lichob¥ºníku jsou na sebe kolmé a mají délky |AC| = 12 cm, |BD| = 9 cm.
Vypo£ítejte obvod a obsah tohoto lichob¥ºníku.

Jeden vnit°ní úhel v trojúhelníku m¥°í 50◦. Jak velký úhel svírají osy zbývajících dvou vnit°ních
úhl·?

Pan Vlk £ekal na zastávce p°ed ²kolou na autobus. Z okna sly²el slova u£itele:
�Jaký povrch m·ºe mít pravidelný £ty°boký hranol, víte-li, ºe délky v²ech jeho hran jsou

v centimetrech vyjád°eny celými £ísly a ºe jeho objem je. . . �
Toto d·leºité £íslo pan Vlk nesly²el, protoºe zrovna projelo okolo auto. Za chvíli sly²el ºáka

hlásícího výsledek 918 cm2. U£itel na to °ekl:
�Ano, ale úloha má celkem £ty°i °e²ení. Hledejte dál.�
Více se pan Vlk uº nedozv¥d¥l, nebo´ nastoupil do svého autobusu. Protoºe matematika byla

vºdy jeho hobby, vytáhl si v autobuse tuºku a papír a po £ase ur£il i zbylá t°i °e²ení u£itelovy
úlohy. Spo£ítejte je i vy.

Dobrákovi p¥stovali tulipány na £tvercovém záhonu o stran¥ 6 metr·. Pozd¥ji p°istav¥li k svému
domku £tvercovou terasu se stranou 7 metr·. Jeden vrchol terasy leºel p°esn¥ uprost°ed tulipáno-
vého záhonu a jedna strana terasy d¥lila stranu tulipánového záhonu v pom¥ru 1 : 5.

V jakém pom¥ru d¥lila druhá strana terasy druhou stranu záhonu? O kolik metr· £tvere£ních
se stavbou terasy zmen²il záhon tulipán·?

Libor narýsoval kruºnici se st°edem S a body A, B, C, D, jak ukazuje obrázek. Zjistil, ºe
úse£ky SC a BD jsou stejn¥ dlouhé. V jakém pom¥ru jsou velikosti úhl· ASC a SCD?
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Prokop sestrojil trojúhelník ABC, jehoº vnit°ní úhel u vrcholu A byl v¥t²í neº 60◦ a vnit°ní
úhel u vrcholu B byl men²í neº 60◦. Jirka narýsoval v polorovin¥ vymezené p°ímkou AB a bodem C
bod D, a to tak, ºe trojúhelník ABD byl rovnostranný. Poté chlapci zjistili, ºe trojúhelníky ACD
a BCD jsou rovnoramenné s hlavním vrcholem D.

Ur£ete velikost úhlu ACB.

V obdélníkové zahrad¥ roste broskvo¬. Tento strom je od dvou sousedních roh· zahrady vzdálen
5 metr· a 12 metr· a vzdálenost mezi zmín¥nými dv¥ma rohy je 13 metr·. Dále víme, ºe broskvo¬
stojí na úhlop°í£ce zahrady. Jak velká m·ºe být plocha zahrady?
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Uvaºte, jak sloºit lichob¥ºník ze dvou trojúhelník· s poºadovanými vlastnostmi.

Podívejte se na spole£nou £ást trojúhelníku ABF a £ty°úhelníku ABDE.

V popsané zm¥ti bod· lze najít více trojúhelník·, jejichº obsahy lze porovnávat.

Podívejte se na spole£nou £ást £tverce a obdélníku.

Obsah tohoto lichob¥ºníku je stejný jako obsah vhodného pravoúhlého trojúhelníku.

Nemusíte znát velikosti zbylých vnit°ních úhl·, abyste úlohu do°e²ili.

Jak je moºné vyjád°it povrch hranolu?

Podívejte se na spole£nou £ást £tverc· terasy a záhonu a hledejte jisté symetrie.

Najd¥te vztahy mezi vnit°ními úhly zmi¬ovaných trojúhelník·.

Uºijte vhodn¥ Pythagorovu v¥tu, p°íp. v¥tu opa£nou.

V²imn¥te si podobných trojúhelník·.
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Ze druhé podmínky víme, ºe trojúhelník TRP je rovnostranný, proto v²echny jeho vnit°ní úhly
mají velikost 60◦. Úhly TRP a STR jsou st°ídavé, proto je také velikost úhlu STR rovna 60◦.

Ze t°etí podmínky víme, ºe trojúhelník TRS je pravoúhlý. Z p°edchozího odstavce víme, ºe
pravý úhel nem·ºe být p°i vrcholu T , zárove¬ z první podmínky plyne, ºe pravý úhel nem·ºe
být ani p°i vrcholu S. Takºe pravý úhel je p°i vrcholu R. Dále ozna£íme K st°ed p°epony ST
trojúhelníku TRS. Protoºe je tento trojúhelník pravoúhlý, leºí vrchol R na kruºnici se st°edem K
a polom¥rem |KS| = |KT |. Platí tedy

|KS| = |KT | = |KR|.

Trojúhelník TRK je tedy rovnoramenný se základnou RT . Navíc z p°edchozího víme, ºe úhel
RTK má velikost 60◦, proto i druhý úhel p°i základn¥ má velikost 60◦. Trojúhelník TRK je tedy
rovnostranný a navíc shodný s rovnostranným trojúhelníkem TRP .

Trojúhelníky TRP a TRK mají stejný obsah, protoºe jsou shodné. Trojúhelníky TRK a SRK
mají stejný obsah, protoºe strany KT a KS jsou stejn¥ dlouhé a vý²ka na tyto strany je spole£ná.
To znamená, ºe trojúhelník TRS má dvakrát v¥t²í obsah neº trojúhelník TRP ,

STRS = 2STRP .

Ze £tvrté podmínky víme, ºe obsah jednoho z t¥chto dvou trojúhelník· je 10 cm2:

• Je-li STRS = 10 cm2, potom STRP = 5 cm2.

• Je-li STRP = 10 cm2, potom STRS = 20 cm2.

Ze druhé podmínky víme, ºe trojúhelník TRP je rovnostranný, proto v²echny jeho vnit°ní úhly
mají velikost 60◦. Úhly TRP a STR jsou st°ídavé, proto je také velikost úhlu STR rovna 60◦.

Ze t°etí podmínky víme, ºe trojúhelník TRS je pravoúhlý. Z p°edchozího odstavce víme, ºe
pravý úhel nem·ºe být p°i vrcholu T , zárove¬ z první podmínky plyne, ºe pravý úhel nem·ºe být
ani p°i vrcholu S. Takºe pravý úhel je p°i vrcholu R.

Bod T zobrazíme v osové soum¥rnosti podle osy RS, symetrický bod ozna£íme I. V²echny
vnit°ní úhly trojúhelníku TIS mají velikost 60◦, trojúhelník je tedy rovnostranný.

Strana TI je dvojnásobkem strany TR, trojúhelníky TRP a TIS jsou tedy podobné s pom¥rem
podobnosti 1 : 2. Proto jsou jejich obsahy v pom¥ru 1 : 4,

STIS = 4STRP .

Trojúhelník TRS tvo°í polovinu trojúhelníku TIS, jeho obsah je tedy dvakrát v¥t²í neº obsah
trojúhelníku TRP .

Ze £tvrté podmínky víme, ºe obsah jednoho z t¥chto dvou trojúhelník· je 10 cm2:

• Je-li STRS = 10 cm2, potom STRP = 5 cm2.

• Je-li STRP = 10 cm2, potom STRS = 20 cm2.

Jak £ty°úhelník ABDE, tak trojúhelník ABF lze rozd¥lit na dva trojúhelníky, z nichº ABD
je spole£ný ob¥ma. Zbývající £ásti, tj. trojúhelníky ADE a ADF , proto musejí mít stejný obsah.
Tyto dva trojúhelníky mají spole£nou stranu AD, proto musejí mít i stejnou vý²ku na tuto stranu.
To znamená, ºe body E a F leºí na rovnob¥ºce s p°ímkou AD.

Jelikoº je bod E st°edem strany AC, je také bod F st°edem úse£ky CD. P°itom bod D je
st°edem úse£ky BC, bod F je proto ve t°ech £tvrtinách úse£ky BC. Hledaná délka úse£ky BF je
4 + 2 = 6 cm.
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Rovnostranný trojúhelník ABC je svými st°edními p°í£kami rozd¥len na £ty°i shodné trojú-
helníky, z nichº t°i tvo°í £ty°úhelník ABDE. Proto také obsah trojúhelníku ABF je roven t°em
£tvrtinám obsahu trojúhelníku ABC. Tyto dva trojúhelníky mají stejnou vý²ku ze spole£ného vr-
cholu A, proto délka strany BF je rovna t°em £tvrtinám délky strany BC. Hledaná délka úse£ky
BF je 6 cm.

Úse£ka ED je st°ední p°í£kou trojúhelníku ABC, proto je rovnob¥ºná s AB a má délku 8 : 2 =
4 (cm). �ty°úhelník ABDE je lichob¥ºníkem se základnami délek 8 cm a 4 cm a vý²kou, která je
rovna polovin¥ vý²ky trojúhelníku ABC.

Pokud velikost vý²ky trojúhelníku ABC ozna£íme v, potom obsah lichob¥ºníku ABDE, resp.
obsah trojúhelníku ABF je

(8 + 4) · v2
2

= 3 · v, resp.
|BF | · v

2
.

Podle zadání jsou tyto obsahy stejné, proto |BF | = 6 cm.

Body C, Q a B leºí na jedné p°ímce a úhly PCB a RQB jsou shodné. Tedy p°ímky PC a RQ
jsou rovnob¥ºné, trojúhelníky PCQ a PCR mají stejnou vý²ku na stranu PC, a tak i stejný obsah.
Pom¥r obsah· trojúhelník· ABC a PCQ je proto stejný jako pom¥r obsah· trojúhelník· ABC
a PCR.

Trojúhelníky ABC a PRC mají stejnou vý²ku ze spole£ného vrcholu C, tedy pom¥r jejich
obsah· je stejný jako pom¥r délek stran AB a PR. Pom¥r délek úse£ek AB a PB je 3 : 2, pom¥r
délek úse£ek PB a PR je 3 : 1, tedy pom¥r délek úse£ek AB a PR je (3 : 2) · (3 : 1) = 9 : 2.

Pom¥r obsah· trojúhelník· ABC a PQC je 9 : 2.

Body C, Q a B leºí na jedné p°ímce a úhly PCB a RQB jsou shodné. Tedy p°ímky PC a RQ
jsou rovnob¥ºné. Odtud vyplývá, ºe bod Q na úse£ce CB je ve stejném pom¥ru jako bod R na
úse£ce PB, tj. v jedné t°etin¥ blíºe bodu C. Ve stejném pom¥ru jsou proto i obsahy trojúhelník·
PQC a PQB, nebo´ mají stejnou vý²ku z vrcholu P .

Bod Q na úse£ce CB je v²ak také ve stejném pom¥ru jako bod P na úse£ce AB, tedy trojúhel-
níky PQB a ACB jsou podobné a koe�cient podobnosti je 2 : 3. Jejich obsahy jsou tedy v pom¥ru
4 : 9.

Dohromady, pom¥r obsah· trojúhelník· ABC a PQB je 9 : 4, pom¥r obsah· trojúhelník·
PQB a PQC je 2 : 1, tedy pom¥r obsah· trojúhelník· ABC a PQC je (9 : 4) · (2 : 1) = 9 : 2.

Konstrukce:

• �tverec ABCD se stranou délky 6 cm,

• p°ímka p jako rovnob¥ºka s p°ímkou AC (resp. kolmice k p°ímce BD) jdoucí bodem D,

• bod E jako pata kolmice k p°ímce p jdoucí bodem C,

• bod F jako pata kolmice k p°ímce p jdoucí bodem A.

Výpo£et: Úhlop°í£ky ve £tverci jsou shodné, navzájem kolmé a jejich pr·se£ík je st°edem obou
úhlop°í£ek. Pr·se£ík úhlop°í£ek ve £tverci ABCD ozna£íme S.

Z uvedeného vyplývá, ºe £tverec ABCD je úhlop°í£kami rozd¥len na £ty°i navzájem shodné
trojúhelníky ABS, BCS, CDS a DAS. Dále obdélník ACEF je úse£kou SD rozd¥len na dva
shodné £tverce, p°i£emº kaºdý z nich je dále rozd¥len úhlop°í£kou (CD, resp. DA) na dva shodné
trojúhelníky. Jak £tverec ABCD, tak obdélník ACEF tedy sestává ze £ty° navzájem shodných
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trojúhelník·, z nichº dva jsou ob¥ma útvar·m spole£né. Proto má obdélník ACEF stejný obsah
jako £tverec ABCD, a ten je

6 · 6 = 36 (cm2).

Bodem C vedeme rovnob¥ºku s úhlop°í£kou BD a její pr·se£ík s p°ímkou AB ozna£íme B′.
Protoºe p°ímkyAB a CD jsou také rovnob¥ºné, jeBB′CD kosodélník a platí |B′C| = |BD| = 9 cm
a |B′B| = |CD|.
Smysl této konstrukce spo£ívá v pozorování, ºe trojúhelníky ACD a CB′B mají stejný obsah
(strany CD a B′B jsou shodné a vý²ky obou trojúhelník· na tyto strany jsou stejné). Proto
je obsah lichob¥ºníku ABCD stejný jako obsah trojúhelníku AB′C a tento umíme snadno ur£it:
Z konstrukce plyne, ºe trojúhelník AB′C je pravoúhlý, a ze zadání známe ob¥ jeho odv¥sny |AC| =
12 cm a |B′C| = 9 cm. Obsah trojúhelníku AB′C, tedy i zadaného lichob¥ºníku, je roven

S =
1

2
· 12 · 9 = 54 (cm2).

Abychom ur£ili obvod lichob¥ºníku, pot°ebujeme znát délky v²ech jeho stran.
a) Strana BC je vý²kou na stranu AB′ v práv¥ zmi¬ovaném trojúhelníku. Z Pythagorovy v¥ty

spo£ítáme délku p°epony v trojúhelníku AB′C:

|AB′| =
√

122 + 92 = 15 (cm).

Ze znalosti obsahu tohoto trojúhelníku ur£íme jeho vý²ku |BC|:

1

2
· 15 · |BC| = 54,

|BC| = 7, 2 (cm).

b) V pravoúhlém trojúhelníku ABC známe jeho p°eponu a nyní také jednu odv¥snu; pomocí
Pythagorovy v¥ty ur£íme délku druhé odv¥sny:

|AB| =
√
122 − 7, 22 = 9, 6 (cm).

c) Z°ejm¥ platí |AB′| = |AB|+ |BB′| a |BB′| = |CD|, odkud snadno vyjád°íme délku strany
CD:

|CD| = |AB′| − |AB| = 15− 9, 6 = 5, 4 (cm).

d) Stranu AD m·ºeme vid¥t jako p°eponu v pravoúhlém trojúhelníku APD, kde P je pata
kolmice z bodu D na stranu AB. Délky odv¥sen v tomto trojúhelníku jsou |PD| = |BC| = 7, 2 cm
a |AP | = |AB|−|CD| = 9, 6−5, 4 = 4, 2 (cm). Podle Pythagorovy v¥ty spo£ítáme i délku p°epony:

|AD| =
√
7, 22 + 4, 22

.
= 8, 3 (cm).

Obvod zadaného lichob¥ºníku je tedy p°ibliºn¥ roven

o = |AB|+ |BC|+ |CD|+ |DA| .= 9, 6 + 7, 2 + 5, 4 + 8, 3 = 30, 5 (cm).

Uvaºujme trojúhelník ABC s úhlem 50◦ u vrcholu A; neznámé úhly u vrchol· B a C ozna£íme
β a γ. Pr·se£ík os vnit°ních úhl· ozna£íme O, úhel BOC ozna£íme ω a úhel k n¥mu vedlej²í ψ.

Sou£et vnit°ních úhl· v libovolném trojúhelníku je 180◦. Proto i v trojúhelnících ABC a OBC
platí

50◦ + β + γ = 180◦,

ω +
β

2
+
γ

2
= 180◦.
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Z druhé rovnosti a z toho, ºe ω a ψ jsou vedlej²í úhly, plyne

ψ =
β

2
+
γ

2
.

Z první rovnosti vyjád°íme
β

2
+
γ

2
=

130◦

2
= 65◦,

tudíº odchylka os zbývajících dvou vnit°ních úhl· je 65◦.

Prom¥nné a a v jsou p°irozená £ísla a p°edstavují hranu podstavy pravidelného £ty°bokého
hranolu a jeho vý²ku. Pro rozm¥ry, které uvaºoval p°ihlásiv²í se ºák, platí

918 = 2a2 + 4av = 2a · (a+ 2v),

po vyd¥lení dv¥ma dostaneme
459 = a · (a+ 2v).

Budeme hledat v²echny dvojice a, v, které odpovídají tomuto vztahu. Ur£íme tedy v²echny moºné
rozklady £ísla 459 (459 = 33 ·17) na sou£in dvou p°irozených £ísel, z nichº men²í bude a a v¥t²í bude
a+2v. Následující tabulka ukazuje, ºe takové rozklady existují £ty°i a kaºdý vede k celo£íselnému
v. Pro v²echny nalezené dvojice a, v pak spo£ítáme objem, který by u£itel musel zadat, a jeho
prvo£íselný rozklad:

a a+ 2v v a2 · v

1. moºnost 1 459 229 12 · 229 = 229

2. moºnost 3 153 75 32 · 75 = 33 · 52

3. moºnost 9 51 21 92 · 21 = 35 · 7

4. moºnost 17 27 5 172 · 5 = 172 · 5

U£itel prozradil, ºe zadaný objem vede ke £ty°em °e²ením. U kaºdého objemu v tabulce ur£íme,
ke kolika °e²ením vede, tedy pro kaºdý objem najdeme v²echna moºná a:

a2 · v moºná a

1. moºnost 229 1

2. moºnost 33 · 52 1, 3, 5, 15

3. moºnost 35 · 7 1, 3, 9

4. moºnost 172 · 5 1, 17

Vidíme, ºe jedin¥ 2. moºnost vede ke £ty°em hranol·m. U£itel tedy zadal objem 33 ·52 = 675 (cm3)
a první ºák uvaºoval tyto rozm¥ry: a = 3 cm, v = 75 cm. Níºe uvádíme, jaké dal²í rozm¥ry hranolu
m¥li ºáci nalézt a jaký povrch z nich m¥li vypo£ítat:

a 1 5 15

v 675 27 3

2a2 + 4av 2702 590 630
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U£itel £ekal na tato dal²í t°i °e²ení: 590 cm2, 630 cm2 a 2702 cm2.

Vrcholy £tverce tulipánového záhonu ozna£íme A, B, C, D, st°ed tohoto £tverce S a pr·se£íky
stran £tverce se stranami terasy E, F .

P°i otá£ení kolem st°edu S o celo£íselné násobky úhlu 90◦ se £tverec ABCD zobrazuje sám na
sebe. Uvaºme nap°. otá£ení, p°i kterém se vrchol A zobrazuje na vrchol B, a tedy strana DA na
stranu AB. Body E a F leºí práv¥ na t¥chto stranách, úhel ESF je podle zadání pravý, a proto
se bod E zobrazuje na bod F . Ob¥ strany záhonu jsou tedy stranami terasy rozd¥leny ve stejném
pom¥ru, tj.

|DE| : |EA| = |AF | : |FB| = 1 : 5.

Je²t¥ ozna£me G a H pr·se£íky p°ímek SE a SF se zbylými stranami £tverce ABCD. P°i
uvaºovaném otá£ení se bod B zobrazuje na bod C, bod F se zobrazuje na bod G atd. Zejména
v²echny £ty°úhelníky SEAF , SFBG, SGCH a SHDE jsou navzájem shodné. Tyto £ty°i £ty°-
úhelníky tvo°í celý £tverec ABCD, jehoº obsah je 6 · 6 = 36 (m2). Obsah kaºdého z nich je proto
roven 36 : 4 = 9 (m2). Stavbou terasy se záhon tulipán· zmen²il o 9m2.

Vrcholy £tverce tulipánového záhonu ozna£íme A, B, C, D, st°ed tohoto £tverce S a pr·se£íky
stran £tverce se stranami terasy E, F . �tverec ABCD pomocnou £tvere£kovou sítí na £tvere£ky
se stranami 1m a p°edpokládejme, ºe bod E d¥lí stranu DA v pom¥ru 1 : 5. Zejména body E a S
jsou uzlovými body £tvere£kové sít¥.

Úhel ESF je pravý práv¥ tehdy, kdyº vyzna£ené pravoúhlé trojúhelníky jsou shodné, coº
nastává práv¥ tehdy, kdyº F je uzlovým bodem d¥licím stranu AB v pom¥ru 1 : 5. Ob¥ strany
záhonu jsou tedy stranami terasy rozd¥leny ve stejném pom¥ru.

Obsah £ty°úhelníku SEAF je roven sou£tu obsah· t°í vyzna£ených £ástí, z nichº kaºdá má
obsah 3m2. Stavbou terasy se záhon tulipán· zmen²il o 9m2.

Ze zadání víme, ºe |SC| = |BD|, navíc |SC| = |SD|, protoºe jde o velikost polom¥ru kruºnice.
Trojúhelníky CSD a BDS jsou proto rovnoramenné. Ozna£me | 6 DSB| = |6 DBS| = δ.

Protoºe sou£et vnit°ních úhl· v trojúhelníku BDS je 180◦, platí

δ + δ + | 6 BDS| = 180◦,

a jelikoº úhel BDC je p°ímý, platí

|6 SDC|+ |6 BDS| = 180◦.

Z uvedených dvou rovnic je z°ejmé, ºe |6 SDC| = 2δ. Protoºe trojúhelník CSD je rovnoramenný,
je i | 6 SCD| = 2δ. Pon¥vadº sou£et vnit°ních úhl· v trojúhelníku CSD je 180◦ a úhel BSA je
p°ímý, dostáváme tyto rovnice:

2δ + 2δ + |6 CSD| = 180◦,

| 6 ASC|+ |6 CSD|+ δ = 180◦.

Z nich vyplývá, ºe | 6 ASC| = 3δ. Úloha se ptá na pom¥r |6 ASC| : |6 SCD|. Po dosazení dostaneme
3δ : 2δ, neboli 3 : 2.

Velikosti vnit°ních úhl· v trojúhelníku ABC ozna£íme postupn¥ α, β, γ. V rovnostranném
trojúhelníku ABD mají v²echny vnit°ní úhly velikost 60◦.

Shodné úhly p°i základn¥ rovnoramenného trojúhelníku BCD mají velikost

|6 BCD| = | 6 CBD| = |6 ABD| − | 6 ABC| = 60◦ − β.
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Shodné úhly p°i základn¥ rovnoramenného trojúhelníku ACD mají velikost

|6 ACD| = |6 CAD| = |6 CAB| − | 6 DAB| = α− 60◦.

Velikost neznámého úhlu ACB m·ºeme vyjád°it jako

γ = |6 ACD| − | 6 BCD| = (α− 60◦)− (60◦ − β) = α+ β − 120◦.

Sou£et velikostí vnit°ních úhl· v trojúhelníku ABC je 180◦, tedy

α+ β + (α+ β − 120◦) = 180◦,

z £ehoº plyne α+ β = 150◦. Úhel ACB má velikost γ = 150◦ − 120◦ = 30◦.

Obdélník p°edstavující p·dorys zahrady ozna£íme ABCD, broskvo¬ na jedné z jeho úhlop°í£ek
je zastoupena bodem X. �ekn¥me, ºe dva sousední rohy ze zadání jsou A, B a platí |AX| = 5,
|BX| = 12, |AB| = 13. (V²echny délky jsou v metrech a jednotky dále nepí²eme.) Tato £ísla tvo°í
pythagorejskou trojici, £ili platí 52 + 122 = 132. Proto je trojúhelník AXB pravoúhlý s p°eponou
AB, tj. s pravým úhlem u vrcholu X.

Bod X m·ºe leºet bu¤ na úhlop°í£ce AC nebo na úhlop°í£ce BD, budeme diskutovat ob¥
moºnosti. V kaºdém p°ípad¥ vzdálenost bodu X od druhého vrcholu na úhlop°í£ce ozna£íme x
a neznámou délku strany obdélníku ozna£íme y. Ze zadaných informací ur£íme y, plocha zahrady
(v metrech £tvere£ních) pak bude rovna 13y.

I. Bod X leºí na úhlop°í£ce AC. Podle Pythagorovy v¥ty pro pravoúhlé trojúhelníky ABC
a BXC sestavíme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých:

(5 + x)2 = 132 + y2,

y2 = 122 + x2.

Do první rovnice dosadíme za y2 a vypo£teme x:

(5 + x)2 = 132 + 122 + x2,

25 + 10x+ x2 = 169 + 144 + x2,

10x = 288,

x =
144

5
.

Dosadíme za x do druhé rovnice a výraz upravíme:

y2 = 122 +
(144

5

)2
= 144 +

20 736

25
=

24 336

25
.

Odtud plyne, ºe y = 156
5 a obsah obdélníku ABCD, tj. plocha zahrady (v metrech £tvere£ních),

v tomto p°ípad¥ je:

13 · 156
5

=
2 028

5
= 405, 6.

II. Bod X leºí na úhlop°í£ce BD. Podle Pythagorovy v¥ty pro pravoúhlé trojúhelníky DAB
a DXA sestavíme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých:

(12 + x)2 = 132 + y2,

y2 = 52 + x2.

Do první rovnice dosadíme za y2 a vypo£teme x:

(12 + x)2 = 132 + 52 + x2,

144 + 24x+ x2 = 169 + 25 + x2,

24x = 50,

x =
25

12
.
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Dosadíme za x do druhé rovnice a výraz upravíme:

y2 = 52 +
(25
12

)2
= 25 +

625

144
=

4 225

144
.

Odtud plyne, ºe y = 65
12 a obsah obdélníku ABCD, tj. plocha zahrady (v metrech £tvere£ních),

v tomto p°ípad¥ je:

13 · 65
12

=
845

12

.
= 70, 42.

Obdélník p°edstavující p·dorys zahrady ozna£íme ABCD, broskvo¬ na jedné z jeho úhlop°í£ek
je zastoupena bodem X. �ekn¥me, ºe dva sousední rohy ze zadání jsou A, B a platí |AX| = 5,
|BX| = 12, |AB| = 13. (V²echny délky jsou v metrech a jednotky dále nepí²eme.) Tato £ísla tvo°í
pythagorejskou trojici, £ili platí 52 + 122 = 132. Proto je trojúhelník AXB pravoúhlý s p°eponou
AB, tj. s pravým úhlem u vrcholu X.

Bod X m·ºe leºet bu¤ na úhlop°í£ce AC nebo na úhlop°í£ce BD, budeme diskutovat ob¥
moºnosti. V kaºdém p°ípad¥ vzdálenost bodu X od druhého vrcholu na úhlop°í£ce ozna£íme x
a neznámou délku strany obdélníku ozna£íme y. Ze zadaných informací ur£íme y, plocha zahrady
(v metrech £tvere£ních) pak bude rovna 13y.

I. Bod X leºí na úhlop°í£ce AC. Trojúhelníky ABC a AXB jsou oba pravoúhlé a mají stejný
vnit°ní úhel u spole£ného vrcholu A. Tyto trojúhelníky jsou tedy podobné, a proto platí:

|BC|
|AB|

=
|XB|
|AX|

,

neboli
y

13
=

12

5
.

Odtud plyne, ºe y = 156
5 , a záv¥r je stejný jako u p°edchozího °e²ení.

II. Bod X leºí na úhlop°í£ce BD. Trojúhelníky DAB a AXB jsou oba pravoúhlé a mají stejný
vnit°ní úhel u spole£ného vrcholu B. Tyto trojúhelníky jsou tedy podobné, a proto platí:

|DA|
|AB|

=
|AX|
|XB|

,

neboli
y

13
=

5

12
.

Odtud plyne, ºe y = 65
12 , a záv¥r je stejný jako u p°edchozího °e²ení.
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Pro zajímavost a kontrolu uvádíme je²t¥ výpo£et obsahu lichob¥ºníku pomocí obvyklého vzorce:

S =
1

2
(|AB|+ |CD|) · |BC| = 1

2
(9, 6 + 5, 4) · 7, 2 = 54 (cm2).

V²imn¥te si, ºe úvahy v úvodu na²eho °e²ení platnost tohoto vzorce vlastn¥ zd·vod¬ují.

Vztah pro výpo£et obsahu zadaného lichob¥ºníku lze odvodit také pomocí následujícího ob-
rázku. Na n¥m je £árkovan¥ znázorn¥n obdélník, jehoº kaºdá strana prochází n¥kterým vrcho-
lem lichob¥ºníku a je rovnob¥ºná s n¥kterou jeho úhlop°í£kou. Obsah obdélníku je roven sou£inu
|AC| · |BD|. Obsah lichob¥ºníku je evidentn¥ polovi£ní, tedy S = 1

2 |AC| · |BD|.

Zadaným podmínkám odpovídá nekone£n¥ mnoho situací; γ je vºdy 30◦, zbylých 150◦ m·ºe
být mezi α a β rozd¥leno libovoln¥.

V²echny body A, B, C leºí na jedné kruºnici se st°edem v bod¥ D. V takových p°ípadech
obecn¥ platí, ºe velikost úhlu ACB je polovinou úhlu ADB (viz v¥tu o obvodovém a st°edovém
úhlu).

V²imn¥te si výpo£tu délky x. Dvojím uºitím Pythagorovy v¥ty jsme v prvním p°ípad¥ odvodili,
ºe 5x = 144, coº odpovídá |AX| · |XC| = |XB|2. Uvedený výpo£et v podstat¥ dokazuje, ºe tato
rovnost platí v libovolném pravoúhlém trojúhelníku ABC, kde X je pata vý²ky na p°eponu AC.
Toto tvrzení je známé jako Eukleidova v¥ta o vý²ce.
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